ІII этап 51 Всеукраинской олимпиады по математике 2010-2011 г.

7 класс

1. Незнайка написал на доске несколько различных натуральных чисел и поделил (в уме) их сумму на их произведение. После этого он стер самое маленькое число и поделил (опять в уме) сумму оставшихся чисел на их произведение. Второй результат оказался втрое больше первого. Какое число стер Незнайка?

2. На полоске клетчатой бумаги двое играющих по очереди закрашивают клетки: первый всегда закрашивает пять любых подряд идущих клеток, второй – четыре клетки подряд. Причем, уже закрашенную клетку второй раз красить нельзя. Проигрывает тот, кто не может сделать очередной ход. Кто выигрывает при правильной игре – первый или второй, если по длине полоски размещено 2011 клеток? (Рис. 1)

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


3. В городе каждый житель – рыцарь, монах или торговец. Рыцари всегда врут торговцам, монахи – рыцарям, торговцы – монахам, а во всех остальных случаях жители говорят друг другу правду. Однажды несколько человек разговаривали, стоя по кругу, и каждый сказал своему соседу слева: «Я – рыцарь». Сколько торговцев было среди этих жителей?
4. Коля написал на доске несколько целых чисел, Оля записала под каждым Колиным числом его квадрат, а Лена сложила все написанные на доске числа и получила 2011. Докажите, что кто–то из девочек ошибся.

5. Установите количество пятизначных чисел, кратных числу 1000, но не кратных числу 2000.

 8 класс

1. Имеются 10 арбузов и весы, с помощью которых за одно взвешивание можно определить общую массу любых трех арбузов. Как за шесть таких взвешиваний определить общую массу всех арбузов?
2. В городе каждый житель – рыцарь, монах или торговец. Рыцари всегда врут торговцам, монахи – рыцарям, торговцы – монахам, а во всех остальных случаях жители говорят друг другу правду. Однажды несколько человек разговаривали, стоя по кругу, и каждый сказал своему соседу слева: «Я – рыцарь». Сколько торговцев было среди этих жителей?

3. Докажите, что 
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4. На 100-клеточной квадратной белой доске два игрока закрашивают ее клетки в черный цвет: первый всегда закрашивает квадрат 2х2, а второй – уголок, образованный тремя клетками. Уже закрашенную клетку второй раз красить нельзя. Какой игрок – первый или второй – выиграет при правильной игре?

5. Пусть 
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. Найдите значение выражения 
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 9 класс

1. Микрокалькулятор умеет производить над числами, занесенными в память, только три операции:

а) проверять, равны ли выбранные два числа; б) складывать выбранные числа;

в) по выбранным числам 
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 и 
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 находить корни уравнения 
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, а если корней нет, выдавать сообщение об этом.

Результаты всех действий заносятся в память. Первоначально в памяти записано одно число 
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. Как с помощью этого калькулятора узнать, равно ли это число единице?

2. Пусть 
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. Докажите, что если 
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 – целое число, то и 
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  является целым числом.

3. У трех сестер Веры, Надежды и Любови дни и месяцы рождения совпадают – 30 сентября. В день совершеннолетия – 18 лет – старшей сестры Веры оказалось, что сумма возрастов всех сестер делится на 18. В день 18-летия Надежды ситуация повторилась. Определите, сколько лет будет каждой сестре, когда младшая – Любовь – станет совершеннолетней.

4. Дан круг. Постройте круг, площадь которого была бы больше площади данного круга в 10 раз.

5. Найти все действительные решения уравнения:
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 10 класс
1. Четыре одинаковые банки с четырьмя разными красками наполнены на три четверти. Имеется возможность переливать любую часть жидкости из одной банки в другую. Можно ли во всех банках сделать одинаковую смесь? (Другой посуды нет, и выливать краску нельзя).

2. Функция 
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 определена для всех действительных 
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 и для всех значений 
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 верны неравенства: 
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Докажите, что функция 
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– периодическая.

3. Есть лампочка и 10 пронумерованных кнопок. Известно, что ровно пять из этих кнопок действующие. За одну попытку разрешается одновременно нажать любые три кнопки. Если хотя бы одна из нажимаемых кнопок действующая, то лампочка загорается. Как при помощи не более 9 проверок выяснить, является ли кнопка № 1 действующей?
4. Найдите высоту прямоугольного треугольника, у которого все вершины лежат на параболе 
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 и гипотенуза параллельна оси абсцисс.

5. Найдите наименьшее натуральное число такое, что для любой цифры 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 число имеет делитель, оканчивающийся этой цифрой.
 11 класс
1. Задача 10.2 
2. Для всех членов арифметической прогрессии 
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 с положительной разностью известно, что 
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3. Хитрый профессор Умников утверждает, что если ему сообщат сумму цифр натурального числа, он может однозначно указать две последние цифры в записи этого числа. В частности,
- если сумма цифр числа равна 14 или 32, то число оканчивается на 12. 
- если сумма цифр числа равна 20 или 29, то число оканчивается на 02.
- если сумма цифр числа равна 7 или 25, то число оканчивается на 21.

Восстановите ход мысли профессора и скажите, какими цифрами оканчивается запись числа, сумма цифр которого равна 19.

4. Известно, что стороны 
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 связаны соотношением 
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. Найдите угол между медианами, выходящими из вершин B и C.

5. В классе 33 человека. У каждого ученика спросили, сколько у него в классе тёзок и сколько однофамильцев (включая и родственников). Среди ответов учащихся встретились все целые числа от 0 до 10. Докажите, что в классе есть два ученика с одинаковыми фамилией и именем.
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