Ответы на задачи областной олимпиады 2010-2011 по математике

7 класс

1. Пусть 
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 – стертое число, 
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 – сумма оставшихся, 
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 – произведение оставшихся. Тогда 
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. Так как 
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[image: image12.wmf]4

=

a

 возможен: 
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, и написанными Незнайкой числами были 4, 5 и 7.

2. При правильной игре всегда выигрывает второй игрок. Своим первым ходом первый игрок закрашивает 5 подряд идущих клеток, второй, отступив на 4 клетки от одного из краев полоски, закрашивает 4 клетки подряд. В дальнейшем второй игрок делает любые ответные ходы, сохраняя не закрашенными 4 крайние клетки на одном из краев полоски. Когда других ходов не остается, второй игрок закрашивает эти клетки. У первого игрока ответного хода нет.

3. Ни одного. Предположим, что есть хотя бы один торговец. Если справа от него стоит рыцарь, то он должен соврать, то есть представиться торговцем или монахом. Если справа от него стоит монах или торговец, то он должен сказать правду и представится монахом или торговцем соответственно. Значит среди этих жителей торговцев нет.
4. Пусть Коля записал на доске числа х1, х2, …, хп, тогда Саша должна была записать числа 
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,  Лена – составить сумму 
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В последнем выражении каждое слагаемое – четное число. Поскольку сумма четных чисел число четное, то S не может равняться 2011. Значит, кто–то из девочек ошибся.

5. Первая цифра пятизначного числа может быть любой из девяти – 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9; третья, четвертая и пятая – 0. Вторая цифра числа, кратного 1000 – любая из десяти 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, а числа, кратного 2000 – любая из пяти – 0, 2, 4, 6, 8. Поэтому пятизначных чисел, кратных 1000

9 · 10 · 1 · 1 · 1 = 90,

а кратных 2000

9 · 5 · 1 · 1 · 1 = 45.

Значит, чисел, удовлетворяющих условию задачи: 90 – 45 = 45.

8 класс

1. Пронумеруем каждый из арбузов: №1, №2, №3, №4, №5, №6, №7, №8, №9 и №10. Тогда взвешивания можно проводить в таком порядке:

1) №1 + №2 + №3,

2) №4 + №5 + №6,

3) №7 + №8 + №9,

4) №1 + №2 + №10,

5) №1 + №3 + №10,

6) №2+№3 + №10.

Складывая результаты трех последних измерений, получаем сумму удвоенной общей массы арбузов №1, №2, №3 и утроенной массы арбуза №10. Из полученной суммы вычтем удвоенную общую массу арбузов №1, №2, №3 и получим массу арбуза №10. Теперь остается сложить общую массу арбуза №10 с результатами первых трех взвешиваний.
2. Ни одного. Предположим, что есть хотя бы один торговец. Если справа от него стоит рыцарь, то он должен соврать, то есть представиться торговцем или монахом. Если справа от него стоит монах или торговец, то он должен сказать правду и представится монахом или торговцем соответственно. Значит среди этих жителей торговцев нет. 
3. 
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С учетом этого левая часть примет вид 
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4. Второй. После первого хода первого игрока второму игроку надо первым ходом закрасить в любом из свободных углов доски три клетки уголком так, что оставить не закрашенными три клетки (Рис. 1),

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	


Рис. 1

которые образуют уголок. В дальнейшем второй игрок делает любые ходы, не закрашивая эти три клетки. Когда других возможных ходов не остается, второй игрок закрашивает этот уголок. Ответного хода у первого игрока нет.

5. Запишем цепочку равенств: 
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. Аналогично: 
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Получаем 
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9 класс

1. В памяти есть число 
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. Складывая его с самим собой, получаем 
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. Сравниваем эти числа (
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 и 
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). Если они равны, то 
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, в противном случае найдем корни уравнения 
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, в противном случае 
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2. Составим разность
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3. 30 лет, 24 года, 18 лет. Предположим, что в день 18-летия Веры Надежде исполнилось а лет, Любови – b лет. Так как Вера старшая из сестер и сумма 18+а+b делится на 18, то 18+а+b<54, т.е. а+b<36. Получаем: а+b=18.

В день совершеннолетия Надежды – через b лет – Вере исполнится (18+b) лет, а Любови 2b лет; причем сумма 18+b+18+2b=36+3b кратна 18. Значит, 3b кратно 18, а b кратно 6. Учитывая, что a+b=18, получаем возможные значения b: 0, 6, 12, 18. Составим таблицу возможных возрастов сестер на момент совершеннолетия Веры:

	
	Возможные значения b

	
	b=0
	b=6
	b=12
	b=18

	Вера 
	18
	18
	18
	18

	Надежда 
	18
	12
	6
	0

	Любовь 
	0
	6
	12
	18

	Вывод 
	–
	+
	–
	–


Ситуация при b=0 означает, что Любовь родилась в день совершеннолетия Веры, а Надежда и Вера – в один день. Это противоречит утверждению: Вера – старшая сестра.

В ситуациях при b=12 и b=18 возникает противоречие с утверждением: Любовь – младшая сестра.

В ситуации при b=6 выполняются все утверждения задачи.

Поэтому Любовь достигнет совершеннолетия через 12 лет после совершеннолетия Веры. Сестрам в этот день исполнится: Вере – 30 лет, Надежде – 24 года, Любови – 18 лет.

4. Обозначим радиус данного круга за 
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. Тогда радиус искомого круга 
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. Его можно найти как длину гипотенузы прямоугольного треугольника с катетами 
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 и 
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5. Перепишем условие в виде 
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Оценим левую часть
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Равенство достигается только тогда, когда 
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10 класс

1. Перельем всю краску из первой банки в остальные. Затем перельем в первую банку по 
[image: image47.wmf]3

1

 остальных банок, тогда в первой банке красок будет поровну. Перельем из второй банки все содержимое в третью и четвертую банки, а затем из них по половине банки обратно, тогда во второй банке красок будет поровну. Из третьей банки перельем все в четвертую, и там красок станет поровну.
2. Из первого условия следует, что


[image: image48.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

x

g

x

x

f

x

x

f

x

x

f

x

x

f

x

g

=

-

=

-

-

+

+

£

-

-

+

+

£

-

-

+

=

+

6

3

3

6

3

3

6

6

6

.

Из второго условия следует:
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Следовательно, при любом действительном х имеет место равенство 
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3. Для удобства раскрасим кнопки № 2, № 3, № 4, № 5, № 6, № 7, № 8, № 9 и № 10 в три цвета; например, № 2, № 3, № 4 – красные, № 5, № 6, № 7 – синие, № 8, № 9 и № 10 – зеленые. Тогда в группе одного цвета ровно различные три пары кнопок, всего – 9 пар. Тогда можно выполнить ровно 9 проверок, нажимая одну цветную пару и кнопку № 1. По результатам этих проверок выяснится, является ли кнопка № 1 действующей. Действительно, поскольку имеется ровно 5 действующих кнопок, то по принципу Дирихле найдутся две недействующие кнопки одного цвета. Следовательно, если хотя бы один раз лампочка не загорится, то кнопка № 1 недействующая. Если же кнопка № 1 действующая, то лампочка будет загораться во всех 9 проверках.

4. Пусть точки 
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 являются концами гипотенузы прямоугольного треугольника с третьей вершиной 
[image: image53.wmf](

)

2

,

x

x

C

. Поскольку векторы 
[image: image54.wmf](

)

2

2

,

a

x

a

x

AC

-

+

 и 
[image: image55.wmf](

)

2

2

,

a

x

a

x

BC

-

-

 перпендикулярны, то их скалярное произведение 
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. Искомая высота равна модулю разности ординат точек 
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5. Искомое число кратно 10, т.е. имеет натуральный делитель, оканчивающийся цифрой 0. Допустим, что искомое число имеет делителем число 9. Поскольку числа 9 и 10 взаимно простые, то в рассматриваемом случае искомое число кратно 90: 

90, 180, 270, …

Среди делителей чисел 90 и 180 нет оканчивающихся цифрой 7; среди делителей числа 270 есть оканчивающиеся всеми цифрами от 0 до 9:

10, 1, 2, 3, 54, 5, 6, 27, 18, 9.

Покажем, что 270 – наименьшее натуральное число с таким свойством. Представим число 270 в виде произведения двух взаимно простых множителей: 270 = 10∙27.

Чисел, оканчивающихся цифрой 9 и меньших 27 – два: 9 и 19. Если искомое число имеет делителем число 19, то это число кратно 190. Среди чисел, кратных 190, меньше 270 только само число 190. Выписав делители числа 190: 1, 2, 5, 10, 19, 38, 95, 190, – замечаем, что среди них нет оканчивающихся цифрами 3, 4, 6, 7. Значит, число 270 – наименьшее натуральное число, которое удовлетворяет условию задачи. 
11 класс

1. См.10.2
2. Обозначим разность прогрессии через 
[image: image62.wmf]d

. По условию
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, отсюда делаем вывод, что для всех натуральных 
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 будет иметь место неравенство 
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Предположим противное, что 
[image: image67.wmf]1

cos

0

<

=

<

t

d

. 

Если 
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Получаем, что 
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 числа 
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 будет иметь место неравенство 
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, что противоречит условию. Значит 
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3. Профессор Умников использует троичную систему счисления. Если сумма цифр числа (в десятичной системе счисления) равна 19, то при делении на 9 число дает в остатке 1, а, значит, в троичной системе счисления заканчивается на 01.

4. Искомый угол прямой. Доказать можно векторным методом, показав, что скалярное произведение векторов, образующих указанные медианы, равно нулю. 
5. Если объединить учеников в группы, то каждый войдет в одну группу по фамилии и вторую – по имени; причем, группа может состоять и из одного человека, если у ученика, например, нет тёзки или однофамильца. Всего в классе образуется 11 групп: есть группы из 1, 2, 3, 4, 5, …, 11 человек. Поскольку 1+2+3+…+11 = 66 = 2 · 33, то каждый ученик уже учтен дважды, а, следовательно, групп равно 11.

Рассмотрим группу из 11 человек – допустим, однофамильцев. В других группах меньше 11 человек. Групп тёзок не более десяти. Значит, два однофамильца из 11 обязательно входят в одну группу тёзок, т.е. у них одинаковы и имя и фамилия.
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